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1 Referaty

K Newtonove a Eulerove
interpretaci nerovnosti

pohybu Jupiteru a Saturnu

Vladimir Stefl

Ustav teoretické fyziky a astrofyziky, Piirodovédecka fakulta MU, Kotldfska 2, 611 37 Brno

bjasnéni nerovnosti pohybu Jupiteru a Satur-
O nu a s tim spojené stability slune¢ni soustavy
ré nebeska mechanika v historii fesila. Pokrok v jejim
exaktnim fedeni nastal aZ po Newtonové objevu za-
kona v$eobecné gravitace a nésledném rozvoji mate-
matiky spojeném predevsim se jmény Euler, Lagrange
a Laplace. Postupné, v priibéhu druhé poloviny 18. sto-
leti, se podstatné snizil rozdil mezi pozorovanymi hod-
notami poloh planet a jejich teoretickymi propocty, za-
loZzenymi na feSeni diferencidlnich rovnic popisujicich
pohyb planet. Nebeskd mechanika se tak stala vyznam-
nym stimulem rozvoje matematiky a spise by se pro ni
hodil ndzev nebeskd matematika.

Zasadni vyznam pro vyklad stability slune¢ni sou-
stavy méla interpretace pohybu planet s nejvétsi hmot-
nosti - Jupiteru a Saturnu. Pfesna historicka observa¢-
ni data zminovanych planet nezbytnd k analyze jejich
nerovnosti nebyla souvisle k dispozici po vétSinu ¢asu
trvani civilizace na Zemi. Byla spiSe koncentrovana
na urcita obdobi, naptiklad ve 3. stoleti pt. n. l. na ba-
bylonskou astronomii, na dobu Ptolemaiova pozorova-
ni v prvni poloviné 2. stoleti n. 1., na druhou polovinu
16. stoleti spojenou s Tychonem Brahe (1546-1601) ¢i
na pfesnd pozorovani provadénd od roku 1671 Johnem

Jupiter

Flamsteedem (1646-1719) dalekohledem vybavenym
zamérnym kfizem.

Jiz v antice bylo znamo, ze velikost v dnesni termi-
nologii péti siderickych obéznych dob Jupiteru je velmi
blizkd hodnoté dvou siderickych obéznych dob Satur-
nu. Pisemné zachycené pozorovaci idaje obou planet
po provedené opravé na precesi uvedl Klaudios Ptole-
maios (95-165) v Almagestu [1], kde propocital stfedni
denni hodnotu pohybu Jupiteru na n; = 299,104 581“
a Saturnu ng, = 120,422 528% Na zakladé novovékych
astronomickych pozorovanivklicovém obdobi 18. sto-
leti doslo k upfesnéni hodnot stfednich dennich pohybu
pro Jupiter #;= 299,128 361“a Saturn ng, = 120,454 645
Rozdil novovékych a antickych hodnot dosahuje u Ju-
piteru An; = 0,023 78“ a Saturnu Ang, = 0,032 12 Pro
vsoucasnosti stanovené hodnoty je jejich podil #;: ng, =
2,483 328 =5:2.

Stfedni ro¢ni pohyb Jupiteru ¢ini 30,35°, Saturnu
12,22°, tudiz ¢as t, za ktery Jupiter opi$e smycku, je dan
vztahem 30,35° t = 12, 22°t + 360°, odtud t = 19,86
roku. Konjunkce obou planet probéhne ptiblizné kaz-
dych necelych 20 roki, béhem nichz urazi Saturn podél
ekliptiky pramérné uhel 242,70°.

Ze soudobé analyzy kinematickych udaji o pohybu
Jupiteru a Saturnu vyplyva, ze maximalni obézna rych-
lost Jupiteru kolem Slunce je v periheliu zhruba o 5,0 %
vétsinez jeho stfednirychlost. U Saturnu je maximadlni
obéznd rychlost v periheliu asi 0 5,1 % vét$i nez stfedni
rychlost. V absolutnich hodnotach se Jupiter vyznacuje
stfedni obéznou rychlosti 13,07 km.s7), rychlosti maxi-
malni 13,72 km.s™ a minimélni 12,44 km.s™\. Saturn se
pohybuje stiedni obéznou rychlosti 9,69 km.s™, rych-
lost maximaln{ je 10,18 km.s™!, minimalni 9,09 km.s™".

Vratme se k historii. V roce 1625 Johann Kepler
(1571-1630) po zpracovani pozorovani Johanna Regio-
montanuse (1436-1476) a Bernarda Walthera (1430-
1504) zjistil, Ze redlny pohyb Jupiteru a Saturnu ne-
odpovida tplné jeho teorii pohybu po eliptické draze,
viz podrobny rozbor jevu, napf. v [2]. Pfipomindme,
ze pozorované odchylky poloh planet na obloze od po-
loh odpovidajicich eliptickému pohybu dosahuji az
28" u Jupiteru a 48" u Saturnu. Poruchy jsou vyraznéjsi
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u Saturnu, nebot mé pfiblizné 3krat mensi hmotnost
nez Jupiter. Obr. 1 prevzaty z [2] zachycuje rozdil délek
Jupiteru a Saturnu vypocitany Keplerem v Rudolfin-
skych tabulkach z roku 1627 podle Keplerovych zako-
nt, s polohami stanovenymi Regiomontanusem a Wal-
therem. Na grafu v obr. 1 je patrné zrychlovani pohybu
Jupiteru a zpomalovéani Saturnu.

Edmond Halley (1656-1742) roku 1695 potvrdil
Keplerovy zavéry o zménach rychlosti pohybu Jupite-
ru a Saturnu. Vypocital sekularni zrychleni stfedniho
pohybu Jupiteru za 2 000 rokt na +3°49,4" a sekuldrni
zpomaleni stfedniho pohybu Saturnu pro stejné obdobi
na-9°16,1". Podle jeho vypoctl se polomér drahy Jupi-
teru zmensoval a naopak polomér drahy Saturnu zvét-
$oval, coz mohlo vést pii nartstani téchto jeva k na-
ruseni stability slune¢ni soustavy. Halley na zdkladé
svych pozorovani zpracoval planetarni tabulky, které
byly souhrnné vydany az po jeho smrti roku 1749.

Vyklad nerovnosti pohybu Jupiteru a Saturnu zacal
promyslet Isaac Newton (1643-1727) piiblizné od roku
1684. V prosinci téhoz roku v dopise Flamsteedovi do-
plnil popis pohybu Saturnu po eliptické draze o mys-
lenku, Ze ohnisko jeho drdhy se nenachdzi ve sttedu
Slunce, nybrz v hmotném stfedu soustavy Slunce - Ju-
piter, coz pozdéji uvedl v Principiich [3], viz text véty
XIII. poucky XIII. v dal$im odstavci.

Vypocet gravitacni interakce a poruch planet byl
mozny teprve po objevu zdkona vSeobecné gravita-
ce a pri znalosti poméru hmotnosti planet a Slunce.
Pro stanoveni tohoto poméru pouzil Newton u Zemé,
Jupiteru a Saturnu velikosti obéznych dob a vzdalenos-
ti tehdy zndmych mésicti planet prostfednictvim III.
Keplerova zakona v presném tvaru, jak je zachyceno
v Principiich a stru¢né analyzovano napt. v [4].

Ke vzéjemnému pusobeni planet se Newton vyjad-
til v Principiich v I. knize, ve vété¢ LXVTI: ... ,,piisobeni
planet jedné na druhou, ackoliv je velmi malé a miizZe
byt zanedbdvino, rusi pohyb planet po elipsdach®... ,,pii-
sobeni Jupiteru na Saturn nemiiZe byt zanedbdvino®...
Ztetelné si tedy uvédomoval, Ze planety se ve svém po-
hybu ovliviuji.

Podrobnéjsi rozvedeni nalezneme ve III. knize Prin-
cipii [3], vété XIIIL, poucce XIIL s nazvem: Planety se
pohybuji po elipsach, majicich svoje ohnisko ve stfedu
Slunce, radius vektory vztahujici se k tomuto stfedu
opisuji plochy imérné ¢asu. Text uvadi:

,»O téchto pohybech bylo feceno vyse pti zkoumd-
ni jevii. Ale ndsledné, jestlize poldtecni pficiny jevii
jsou zndmy, miiZeme odvodit pohyby kosmickych té-
les bezprostiedné. Protoze pfitazlivost planet ke Slun-
ci je umérnd prevrdcené hodnoté kvadritu vzddlenos-
ti do stedu Slunce, pak jestlize by se Slunce nachdzelo
v klidu a planety by na sebe vzdjemné nepiisobily, byly
by v tomto pripadé jejich drdhy eliptické, majici svoje
ohnisko ve sttedu Slunce a opisovaly by plochy timérné
Castim (viz 1. kniha, poucka I a XI a ndsledné poucka
XIII). Piisobeni planet jedné na druhou jsou velmi mald
(takzZe je mozZné je zanedbat), i podle poucky LX V1 z prv-
ni knihy tyto interakce rusi méné elipticky pohyb planet
kolem nehybného Slunce, nezli jestlize by tyto pohyby
probihaly kolem nehybného Slunce.

Avsak piisobeni Jupiteru na Saturn nesmime zane-
dbdvat, protoZe pfitaZlivost k Jupiteru se ma (pfi stejnych
vzddlenostech) k pritaZlivosti Slunce jako 1:1067, tudiz
pri konjunkcich Jupiteru a Saturnu, kdyz je jeho vzddle-
nost k Jupiteru vzhledem ke vzddlenosti k Slunci jako 4: 9,
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Obr. 1 Porovnani poloh Jupiteru a Saturnu v 15. stoleti pro-
pocitanych podle Keplerovych zakon( a skute¢nych
pozorovani.

pritazlivost Saturnu k Jupiteru bude k jeho pfitaZlivosti
ke Slunci jako 81 ku 16 x 1,067 nebo zaokrouhlené jako
1 ku 211. Porucha drdhy Saturnu p¥i kazdé jeho kon-
junkci s Jupiterem je tak znatelnd, Ze vyvoldvd bezrad-
nost astronomii. Pti prihlédnuti k poloze planety pfitéch-
to konjunkcich se jeji vystfednost jednou zvysuje, podruhé
zmensSuje, afélium se jednou presouvd vpred, podruhé
ustupuje vzad, stfedni pohyb jeden za druhym se jednou
zrychluje podruhé zpomaluje. Avsak chyba v pohybu pla-
nety kolem Slunce, vychdzejici z této sily (kromé chyby
sttedniho pohybu) miiZe byt téméf celd vyloucena, jestlize
umistime vedlejsi ohnisko dréhy do stfedu hmotnosti Jupi-
teru a Slunce a tehdy nejvétsi jeji velikost bude o mdlo pre-
vySovat 2". Chyba, neurcitost stiedniho pohybu bude také
nemnoho prevySovat 2” za rok. V konjunkci Jupiteru a Sa-
turnu urychlujici sily ptitaZlivosti Slunce k Saturnu, Jupi-
teru k Saturnu a Jupiteru ke Slunci jsou v poméru témér
jako 16, 81 a %53021, to je 156 609, proto rozdil pfitazli-
vosti Slunce k Saturnu a Jupiteru k Saturnu je v poméru
k pritazlivosti Jupiteru k Saturnu jako 65 k 156 609., tj. jako
1 ku 2 409. Tomuto rozdilu je imérny nejvétsi porucho-
vy vliv Saturnu na pohyb Jupiteru, proto i poruchy drdhy
Jupiteru jsou mnohem mensi nez dréhy Saturnu. Poru-
chy drah ostatnich planet jsou jesté mnohem mensi vyse
zminovanym, kromé drihy Zemé, podstatnéji rusené Mé-
sicem. Spolecny hmotny stted Zemé a Mésice se pohybu-
je po elipse kolem Slunce, nachdzejici se v jeho ohnisku
a opisujici vedené k nému rddius vektory plochy, imérné
casu. Zemé obihd kolem tohoto hmotného stredu mésic-
nim pohybem.”

Newtonovu vétu zvyraznénou tuénou kurzivou lze
interpretovat tak, Ze astronomové-pozorovatelé pii hle-
déni na obloze Saturnu v konjunkci s Jupiterem zjis-
tovali rozdilné polohy od tabulkovych odvozenych
z Keplerovy teorie.

Z tvaru zakona v§eobecné gravitace vyplyva, ze vza-
jemné silové plisobeni Jupiteru a Saturnu je nejvétsi pii
jejich nejmensi vzdalenosti v konjunkci. Gravita¢ni in-
terakci obou planet Newton vénoval dlouhodobou po-
zornost, o cemz svéd¢i opakovany vypocet pusobicich
sil v soustavé Slunce - Jupiter — Saturn v jednotlivych
vydanich Principif: Sila Jupiteru ptsobici na Saturn je
vkonjunkci vzhledem k sile ptisobeni Slunce na Saturn
v poméru 1:217 (I. vydani), 1:204 (II. vydani) a 1:211
(ITI. vydani). Diivodem odlisnych hodnot uvedené-
ho pomeéru sil bylo nepochybné zpresnovani poméru
hmotnosti Jupiteru, Saturnu a Slunce. Vyklad interakci
uvedenych téles vedl Newton v Principiich geometric-
ky, rozkladem poruchové sily na radialni a transradi-
alni slozku pfi vyjadreni vztahu mezi nimi.

» Vyklad
nerovnosti
pohybu Jupiteru
a Saturnu

zacal Newton
promyslet asi
vroce 1684, «
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RECHERCHES
SUR LE MOUVEMENT DES CORPS CELESTES
EN GENERAL.
EULER.

PAR M=z,

L

9 prés la découverte des forces centrales, dont les Pla~
netes principales font pouflées vers le Soleil, & les Sa-
tellites vers leurs principales, {clon la rifon renverfée
} des quarrésdes diftances, le mouvement des Planetes
neft jugé irregulier, qu'entant quil ne fuit pas e-
xatementcerte loi generale.  En effec le mouvement d’une Plancte
feroic parfaitement régulier, s'il étoit conforme aux regles érablies
par Kepler; ou ce qui revient au méme, fi la force, par laquelle le
mouvement de cetre Planete eft modifié, etoit dirigée conftamment
wers le centre du Soleil, & queelle filr proportionnelle réciproque-
ment aux quarrés de fa diftance au Soleil, Car alors, fuivanc les dé-
monftrations de Neuton, cette Planete décriroit autour duSoleil une
parkaite ellipfe, dont I'unde fesfoyers fe trouveroit dans le centre du
Soleil, & cette ellipfe conferveroit é 1l l2 méme ficuacion,
de forte que, ni le plan ol elle fc trouve, nila pofition de fon axe,

filc fujecee 3 aucun changement.
1L Ceftfur ce fondement, que, Street 2 conftruic fes Tables
Carolines, od non feul les inegalités periodiques de chaque
Planete font calculées fur ce principe, mais ausfi les orbites font fup-
M; polées

Obr. 2 Titulni list Eulerova spisu Recherches sur le
mouvement des corps céléstes en générale. Mémoires
de I’Académie des Science de Berlin 3 (1747).

Provedeme rozbor kvalitativnich a ¢aste¢né kvan-
titativnich Gvah ve vy$e uvedeném textu Principii,
pficem? budeme sledovat pivodni Groveil Newto-
novych uvah. Jaké jsou hodnoty pusobicich zrych-
leni mezi sledovanymi télesy? Jejich obecny vypocet
je sloZity, analyzujme stejné jako Newton zjednodu-
$enou situaci pri Saturnu v opozici, tedy Slunce, Ju-
piter a Saturn lezici na jedné primce. Jde o postave-
ni zminované v Principiich, v némz je interakce obou
planet zvlasté vyrazna. Vypoctem podle [5] pfi nyni
zndmych pomérech hmotnosti m-=1o7 a T =3i5g
zjistime, Ze Jupiter ve stfedni vzdalenosti od Slunce je
ptitahovan Saturnem priblizné 2 400krat slabéji nez
Sluncem (Newton uvadi 2 409krat). Stfedni zrych-
leni Jupiteru po bezporuchové draze kolem Slunce
¢inf 2,2.10* m.s. Zrychleni Jupiteru vyvolané pi-
sobenim Saturnu a sméfujici k nému tudiz dosahuje
25;1%%_A m.s~ =9,1.10"°m.s™* Soudasné je Slunce ptita-
hovéno Saturnem a jeho zrychleni k planeté je pti-
blizné1,9.10* m.s 2 Rozdil hodnot obou posledné uve-
denych zrychleni 7,2.10° m.s ? piedstavuje dopliikové
zrychleni Jupiteru vzhledem k Slunci, tzv. poruchové
zrychleni Jupiteru, které sméfuje k Saturnu.

Saturn v opozici je pritahovan Jupiterem priblizné
220krat slabéji nez Sluncem (Newton uvadi 211krat).
Stfedni zrychleni Saturnu po bezporuchové dréze ko-
lem Slunce je 6,5.107° m.s2. Zrychleni Saturnu vy-
volané ptisobenim Jupiteru mé tak hodnotu zhruba
652'218_5 m.s? =3,0.107"m.s . Soulasné je Slunce pfita-
hovano Jupiterem a jeho zrychleni k planeté je zhru-
ba 2,1.107 m.s 2 Poruchové zrychleni Saturnu smétu-
jici k Jupiteru je sou¢tem obou poslednich, je rovno
51.10"ms™.

Prejdéme ke kvalitativni interpretaci pozorovanych
nerovnosti obou planet - zmén rychlosti jejich pohy-
bu. V prabéhu konjunkce Saturnu s Jupiterem dochazi
k vyméné jejich kinetickych energii. Pfed ni Jupiterova
gravitaéni pritazlivost zpomaluje Saturn (pfipomind-

me, ze Jupiter pohybujici se rychleji nez Saturn ho ,,do-
hani“). Diisledkem je ibytek kinetické energie plane-
tarniho pohybu Saturnu vpred. Tim prechdzi na nizsi
obéznou drahu, coz vede ke zvyseni rychlosti stfedni-
ho pohybu. Po konjunkci nastava jev pravé opacny. Je-
-li velikost gravita¢ni interakce obou planet pfed kon-
junkci obdobna jako po ni, mél by byt vysledny efekt
nulovy. Uplné pfesné viak neni, nebot drahy obou pla-
net nejsou koncentrické. Jestlize ke konjunkci docha-
zi v takové poloze v prostoru, kde drahy obou planet
k sobé konverguji (jsou k sobé blizké) - v perihéliu Sa-
turnovy drahy a v aféliu Jupiterovy dréhy, je jev vétsi
nez pred konjunkci. Kone¢nym vysledkem je zvétso-
vani poloméru Saturnovy drahy a zmenSovéni rych-
losti jeho stfedniho pohybu. Jestlize naopak konjunk-
ce probéhne v poloze prostoru, kdy drahy obou planet
k sobé diverguji, je kone¢nym vysledkem pokles polo-
méru Saturnovy drahy a zvyseni rychlosti jeho stfed-
niho pohybu. Disledkem jsou vysledna nepatrna zpo-
maleni nebo zrychleni pohybu Saturnu, kterd nejsou
rozeznatelnd okamzité, stavaji se zietelnymi za vétsi
¢asové okamziky.

V historii 10. srpna 1691 Newton vyzval dopisem
Flamsteeda ke shromazdovani pozorovacich udaja
o polohdch Jupiteru a Saturnu v nasledujicich ¢tytech
az péti letech. Mtizeme duvodné predpokladat, Ze je
potieboval k ovéfovani tvah o vzdjemném pusobeni
obou planet. Flamsteed v prosinci roku 1694 poslal
Newtonovi pozorované polohy Saturnu zlet 1691-1694,
v¢etné jejich rozdilti od poloh v Keplerovych Rudolfin-
skych tabulkach.

Myslenky Newtona jako jeden z prvnich rozvi-
jel Leonhard Euler (1703-1783), ktery metody feseni
vzajemnych poruch planet posunul z geometrickych
k analytickym. Pfiblizné do roku 1750 vsak byl vaha-
vy v otazce definitivniho uznani spravnosti zdkona
vSeobecné gravitace. Z pocatku se spiSe domnival, Ze
vSechny sily maji ptivod v neprostupnosti hmoty a jsou

RECHERCHES

SUR LA QUESTION

DES
INEGALITES DU MOUVEMENT

DE SATURNE

ET DE JUPITER.:

Sujer propcﬂ pour le Prix de lannde 1748,
par U Académie Royale des Sciences
de Paris,

Ponderibur librata fuis per inane profundum
Sidera , qud wis alma trabie resrabitque fequuntur,

Par M. EuLER, Profefleur Royal de Mathématiques
3 Berlin, de I'Académie Impériale de S. Peter-
fbourg , & des Sociétés Royales d'Angleterre &
d¢ Pruffe.

Prix. 1748.

Obr. 3 Titulni list Eulerova spisu Recherches sur la question
des inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter.
Sujet propose pour le Prix de I’Anne 1748, par I’Aca-
demie royale des Science de Paris.
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tak silami kontaktnimi. Az kdyz Alexis Claud Clairaut
(1713-1765) prokazal aplikaci zdkona vSeobecné gravi-
tace dobry souhlas teoreticky vypocitané a pozorovaci
hodnoty posuvu perigea drahy Mésice v [6], Euler defi-
nitivné zménil nazor, jak 1ze sledovat napt. v [7] - titul-
ni list spisu na obr. 2 a zfetelné v naslednych ukdazkach
ze spisu [8], jehoz titulni list je na obr. 3.

Konkrétné v [8] piSe, viz ukazka obr. 4: ,, Teorie Sa-
turnu a Jupiteru, kterd jedind miize objasnit nerovnosti
(pohybi) téchto dvou planet, se jevi zpiisobild predevsim
v okamZicich jejich konjunkce.”

L
EXPLICATION DU SUJET.

'ACADEMTE ROYALE DES SCIENCES
de Paris , propofe pour fujer du Prix de
Fannée prochaine 1748,

Une Theorie de Saturne & de Jupiter , par
laguelle on puiffe expliquer les inégalités que ces deux Plane«
zes paroiffent fe caufér mutuellemen o principak vers le
sems de leur conjonction, Aijj

Obr. 4 Ukazka z Eulerova spisu Recherches sur la question
des inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter.
Sujet propose pour le Prix de I’Anne 1748, par I’Aca-
demie royale des Science de Paris. p. 3 - interakce
Saturn - Jupiter.

Déle text v [8] uvadi, viz obr. 5: ,,Navzdory mym vy-
hraddm k nepravidelnosti sil, které piisobi na Saturn,
ndsleduji v teoretickych vyzkumech ptesné gravitac-
ni metody, kterd je nyni pfijata ostatnimi astronomy;
a predpokldddm, Ze sily Slunce a planet klesaji presné
v (pfevrdaceném) poméru Ctvercii vzddlenosti a piisobi
na sttedy gravitace téles...

troublées : & qu’il 'y trouve méme des inégalités d’'une
autre efpece , qui font prefquaufli grandes que velles qui
viennent de Pa&tion de Saturne. Je crois que cette remar-
que eftde Ia derniere importance dans I Aftronomie, puif-
qu'elle nous donne 4 connoitre que les forces que nous
concevons dans le ciel , ne font pas les feules qni agiffent
fur les Planetes , ou qu’elles ne fuivent pas exaGtement la
loi que nous leur adjugeons.

Obr. 5 Ukazka z Eulerova spisu Recherches sur la question
des inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter.
Sujet propose pour le Prix de I’Anne 1748, par I’Aca-
demie royale des Science de Paris. p. 8 — uplatnéni
gravita¢niho zakona.

Pouzil v [7] zakon vSeobecné gravitace poprvé k vy-
poctim vzajemnych poruch planet v soustavé Slunce
- Jupiter - Saturn, jak je analyzovano a komentovano
napft. v [10, 11] a systematicky podrobnéji v [12, 13].
Aplikoval na zminovanou soustavu II. Newtoniv po-
hybovy zakon v pravouhlych soutadnicich ve tvaru

d’x __X

2= = , 1
dtz mSa ()
d’y _ Y

2 dt? ~ Mg, @
d’z _ Z

27:
dtZ r-nsa > (3)

viz ukazka na obr. 6, kde myg, je hmotnost rusené pla-
nety — Saturnu, X, Y, Z jsou slozky sily ptisobici na Sa-
turn ve sméru souradnych os. Koeficient 2 vychazel
z Eulerovy volby jednotek (zrychleni volného padu

na zemském povrchu polozil za jednotkové pro vyja-
dieni urychlujicich sil, misto vztahu v* = 2gh pouzival
v? = h). Vyse uvedené diferencialni rovnice druhého
fadu jsou nyni pouzivany standardné, avsak v prvni
poloviné osmnactého stoleti bylo jejich zavedeni no-
vatorské. Zjednodusené lze uvést, zZe Euler definoval
rovinu x y souhlasnou s obéZnou rovinou rusici pla-
nety - Jupiteru, soufadnice z zachycovala malé sitkové
odchylky Saturnu od této roviny.
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aralleles refpectivement aux direétions des trois coordonnées C P,
Q& QM. Que ces forces abfolues ou motrices foient
Mr=X;My=Y & Mz=27.
& pofant la mafle du Corps — M, ces mémes forces acceleratri-
ces feront:
Z

X Y

M.r:n—d; My:ﬁ &M2—= M
Cela posé, prenant 'element du tems d¢ pour conftant, le change-
ment inftantané du mouvement du Corps fera exprimé par ces trois
équations :

1 2ddx __ X I 2ddy _ Y | 1 addr _Z

= w e mw T =
d'ot Pon pourra tirer pour chaque tems ecoulé ¢ les valeurs

¥, 7y, 2, & par conféquent Pendroic ol le Corps fe trouvera.
C.QFT.

Obr.6 Ukézka z Eulerova spisu Recherches sur le mouvement des
corps céléstes en générale. Mémoires de I’Académie des
Science de Berlin 3 (1747), p. 103 - pohybové rovnice.

Néasledné Euler transformoval prvni dvé rov-
nice do polarnich soutadnic X=rcosg, y=rsing,
pifkladné X /mg, — (—Pcosg+Qsing) a Y/mg, —
(- Psing—Qcos¢). Zavedl zrychleni P, Q a R oriento-
vand ve sméru poklesu r, ¢ a z. Diferencilni rovnice

ziskaly tvar
Y d?r —rdg? =—Pd%2,

2drdg + rd2¢=—Qd%2,

dzz:—RdLZZ.

Pfi feSeni prvnich dvou rovnic Euler pouzil IIL.
Keplertuv zakon, zavislost mezi obéznou dobou a vel-
kou poloosou drahy planet. Dale misto P a Q dosadil
urychlujici sily ptsobici na Saturn ve vztazné soustavé
spojené s nehybnym Sluncem. Nejprve zjednodusené
predpokladal, ze drédha Jupiteru je bezporuchova, za-
timco Saturnu nikoliv. Pozdéji si uvédomil, Ze jestli-
ze Jupiter ovliviiuje Saturn, musi také opac¢né Saturn
pusobit na Jupiter. Proto dale postupné vychazel ze
tfi rozdilnych pfedpokladu, ve kterych drahy Jupiteru
a Saturnu jsou brany jednak jako kruznice nebo jed-
na jako kruhovd a druhd bezporuchova elipticka dra-
ha. V kazdé hypotéze transformoval prvni dvé rovnice
na diferencidlni rovnice pro malé zmény r a ¢ od jejich
bezporuchovych hodnot.

V Eulerovych vypoctech pohybu Saturnu mél za-
sadni roli binomicky rozvoj, jehoZ prostiednictvim se
snazil vyjadfit iracionalni ¢len v, kde v je ménici se
vzdalenost mezi Jupiterem a Saturnem. Zavislost v vy-
skytujici se v diferencialnich rovnicich bylo potfebné
vystihnout zptisobem vhodnym k integraci. Vzdale-
nost v zachytil pomoci stfednich vzdalenosti Jupiteru
a, respektive Saturnu a” od Slunce a kosinem rozdilu
heliocentrickych délek Jupiteru ¢'a Saturnu ¢: Zme-
na v pfi pohybu Jupiteru od konjunkce se Saturnem
do opozice je velikosti 3,418, tudiz v=> se miZe ménit
(3,418)° = 39,932. Plati v = [a? + a2 —2aa cos(¢'—¢)] 3,
coz pti substituci ¢-¢=6 upravil na v?=
[a? + a’>~2aa cos#] . Dale Euler podle [8] nejprve pred-

» V Eulerovych
vypoctech
pohybu Saturnu
hral klicovou

roli binomicky
rozvoj. €«
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pokladal, Ze a a a” jsou konstantni, tedy zanedbaval
excentricity drah, polozil & =2 a ziskal po L’lpravéch

vi=a(l+a?)i(1-gcose), kde 9= . Na-
sledne propocetl vyraz (1-g COSB) : vyuzmm b1n0-
mického rozvoje pii zdporném zlomku v exponentu,
viz obr. 7.

digreffion au fujet de la formule (1 —g cof. »}#, que Pen-
vifagerai fous une forme un peu plus générale, fcavoir ;
(1—g cof-« )—*,dont la réfolution , fuivant les regles or-
dinaires, eft :

(1—gcof w) ‘“_1-]- — goofi W —= " (F SH=UD) g* cof. w*
;;(;;+13(#+2) cof- b P(:-’-I;(H-:)(ﬁ'f-l) g4 cof - &

Obr. 7 Ukazka z Eulerova spisu Recherches sur la question
des inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter.
Sujet propose pour le Prix de ['’Anne 1748, par I’Aca-
demie royale des Science de Paris. p. 25 - binomicky
rozvoj.

Pfipomindme, Ze prvni Newtonovo odvozeni bino-
mického rozvoje z roku 1676 je zachyceno v [14], titul-
ni list dopisu Newtona Henrymu Oldenburgovi (1619-
1677) viz obr. 8.

7  On the Binomial Theorem for
Fractional and Negative
Exponents

By ISAAC NEWTON

LETTER OF JUNE 13, 16761

ALTHOUGH the modesty of Dr. Leibniz in the Excerpts which you re-
cently sent me from his Letter, attributes much to my work in certain
Speculations regarding Infinite Series,® rumor of which is already begin-
ping to spread, T have no doubt that he has found not only a method of
reducing any Quantities whatsoever into Series of this type, as he himself
asserts, but also that he has found various Compendia, similar to ours if
not even better.

Since, however, he may wish to know the discoveries that have been
made in this direction by the English (I myseif fell into this Speculation
some years ago) and in order to satisfy his wishes to some degree at least,
I have sent you certain of the points which have occurred to me.

Fractions may be reduced to Infinite Series by Division, and Radical
Quantities may be so reduced by the Extraction of Roots. These Oper-
ations may be extended to Species 3 in the same way as that in which they
apply to Decimal Numbers. These are the Foundations of the Reductions.

The Extractions of Roots are much shortened by the Theorem

m m m m—n m—2n
P+POl—=P—+—AQ+ BQ + CQ +
n n n n n*

m—3n

DQ + &c.
4n

* Evidently a misprint for 3n.

1 Commercium Epistolicum (1712; 1725 edition, pp. 131-132).

2 Probably as early as 1666, Newton had told Barrow and others of his work in
infinite series in connection with the problem of finding the area under a curve, but
this. w’;rk was not published until 1704 when it appeared as an appendix to Newton’s
Opticks.

3 That is “to algebraic numbers.” In his Arithmetica Universalis (1707; 1728 edi-
tion) Newton says, “Computation is either perform’d by Numbers, as in Vulgar
Arithmetick, or by Species, as usual among Algebraists . . .”
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Obr. 8 Titulni list anglického prekladu dopisu Newtona
sekretafi Oldenburgovi z roku 1676.

3
Euler obdrzel (1—gcosg) 2 =

105 945

(1+ gcosH+ g cos® 0 + 28 g° cos® *2m g* cos* )
co% ptig=0,8404 dévalo 1+ 1,260 6 cos 0 + 1,324 cos* 0
+ 1,298 cos® 0 + 1,228 cos® 0 + ...

Nové Eulerem zavedenym postupem pii vypoctech
v [8] bylo vyuziti trigonometrickych fad pfi aproxi-
mativnim vyjadfovdani iracionalnich funkci, napt. fady
A+ Bcos@+Ccos26 + Dcos36 + Ecos46 + F cos56...,
obr. 9.

§. XXV. Ayant fait ces fubflitutions, comme l'ex-
preflion devient top compliquée , fuppofons gu'on
wouve

(1—gcofiw) " z=cdtBeof. »+Cnfz-+D¢af;a+EcqrMF:nf fo
“+Geof. 6a+-H cof.7 o+ &re.

& on parviendra aux valeurs fuivantes des lettres
A,B,C,D,E, &c.

Obr. 9 Ukazka z Eulerova spisu Recherches sur la question des
inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter. Sujet
propose pour le Prix de I’Anne 1748, par |'’Academie
royale des Science de Paris. p. 26 - rozvoj binomické
fady.

Ta konverguje velmi pomalu, proto se Euler pfi vy-
po¢tu v~ omezil na prvnich $est clent A, B, C, D, E, F
a pouzil pfitom Gpravy

cosé@ =cosé

12
22

4c0s® @ =cos30 +3cos

2c0s% 60 =c0520 +=

8cos* @ = cos46 + 4¢0s 26 + %%

16.cos® @ = cos56 + 5c0s 36 +%%cose

1654
32¢0s°6 = cos66 + 60s 46 +T§cos 260 +§T§§
64c0s’6=cos76 + 7cos56 +%%cos36 +%%%cos€,
viz obr. 10.
Trigonométric :
cof-w = cof i
2 cof-wi==¢ef. 20~{~}. }
4oof.wt==cof. ju-+} cofi w
I 4.3
8 cof.ot==cof. go-t1eof. =-+; i
I8 cof wt==cof. swei=icof. )n—l— cof -
32 cof-e=xcof. Ga-{-Scof. 404 ‘—-—cafz oo —. g5 :
€ 4cof-w?==xofe 7 w-Lcof. Sotn ——-cof 3w + j'

&re.

Obr. 10 Ukézka z Eulerova spisu Recherches sur la question
des inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter.
Sujet propose pour le Prix de I’Anne 1748, par I’Aca-
demie royale des Science de Paris. p. 25 - trigono-
metrickd fada.

Koeficienty C, D atd... jsou funkcemi A a B, které
lze vypocitat numerickou integraci. Posléze ve zdoko-
nalené aproximaci Euler vzal v uvahu rovnéz excent-
ricity drah planet, pfi propoctu se vSak omezil pouze
na druhé mocniny fad. Ve skute¢nosti velka nerovnost
Saturnu a Jupiteru vyzaduje vyjadfeni tfetich mocnin.

=.—_’:A—A= 0,8405. Etfuppofant (1—g coft o) T = A
~+Beofie+Ccofi2e+Dcof.3u~+Fcof.4a—+ Feof5 e
~~ &c. on trouvera par les méthodes indiquées ci-deffus :

A=1,21789 , B==4,70357 s (==3,07731 ; D==#,92413 ; E==1,18601 ;
F=o0,75144 , Cc.

Obr. 11 Ukézka z Eulerova spisu Recherches sur la question
des inégalites du mouvement de Saturne et de Jupiter.
Sujet propose pour le Prix de I’Anne 1748, par I’Aca-
demie royale des Science de Paris. p. 37 - koeficien-
ty rozvoje.

Porovnejme hodnoty koeficientt ziskanych Eule-
rem v [8], viz obr. 11, a pozdéji Laplacem v [15, 16].
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Euler 1748 Laplace 1785 Laplace 1802
A 3,217 89 3,162 76 3,220 27
B 4,703 57 4,703 19 4,707 31
C 3,077 31 3,073 36 3,076 84
D 1,924 13 1,911 91 1,914 66
18 1,186 01 1,156 46 1,158 67
F 0,751 44 0,686 69 0,688 69

Rozdilné hodnoty jsou zptisobeny odlisnymi hod-
notami &, poméru stfednich vzdélenosti Jupiteru
a Saturnu od Slunce. Vzdalenosti byly ur¢ovany pro-
stfednictvim III. Keplerova zakona z obéznych dob
uvedenych planet.

Pti vypoctech Euler pouzival nasleduj1c1 hodnoty
poméru hmotnosti planet a Slunce - = 1567 a g e 3021,

Pﬂro srovnam uvadime také sou¢asné hodnoty poméri
Msa
My 1048 a My ~ 3499 -

K pochopenti historickych souvislosti je tfeba uvést,
ze vyklad pohybu Saturnu se ¢asové a vécné prolinal
s feSenim pohybu Mésice, nebot jeho teorie v sousta-
vé Slunce - Zemé - Mésic je principialné analogicka
s teorif Saturnu v soustavé Slunce - Jupiter — Saturn.
Podstatné rozdilnd je vSak prostorovd geometrie si-
tuace, protoze pii ruseni pohybu Mésice Sluncem je
vzdélenost Slunce — Mésic vyrazné vétsi nez vzdalenost
Zemé - Mésic, pomér vzdalenosti je 389:1, vzdalenost
mezi ru$icim télesem - Sluncem - a ru$enym - Mé-
sicem - se prili§ neméni. V ptipadé pohybu Saturnu
ruseného Jupiterem se vzdélenost mezi Saturnem a Ju-
piterem méni vyraznéji. Pomér vzdalenosti Slunce - Sa-
turn ku Saturn - Jupiter se méni priblizné v intervalu
(2,2-0,6), tedy zhruba 4krat. Dalsi odli$nost je v hmot-
nosti uvazovanych téles. Zatimco pti pohybu Mésice je
hmotnost rusiciho télesa — Slunce - mnohem vétsi nez
hmotnost hlavniho télesa - Zemé, u pohybu Saturnu
ma rusici téleso - Jupiter malou hmotnost ve srovnani
s hlavnim télesem - Sluncem.

Pfi interpretaci pohybu Mésice a vypoctt malych
zmén vzdélenosti Slunce - Mésic hodnoty jednotli-
vych ¢lent binomického rozvoje rychle klesaji, fada
konverguje, proto postacuje propocet prvnich tfi, re-
spektive ¢ty ¢lentl. V pripadé vykladu pohybu Satur-
nu zmény vzdalenosti Jupiter — Saturn jsou velké, fada
konverguje pomalu, proto je Zddouci vypocet nékolika
desitek ¢lent o priblizné stejné velikosti. Z vy$e zmi-
fovanych uvah je zfejmé, ze kdyby se Mésic nachazel
ve vétsi vzdalenosti od Zemé, bylo by feseni jeho po-

vvvvvv

V ¢lanku byly na vybranych ukdzkach demonstro-
vany nékteré z hlavnich Eulerovych myslenek a postu-
pu, pomoci nichz v letech 1748-1752 rozpracoval me-
todu variace drahovych elementti. Jeji astronomicka

podstata spocivala v propoétech zmén drdhovych ele-
mentt planet, nikoliv odchylek v jejich poloze. Rovni-
ci (3) pro vypocet malych $itkovych odchylek Saturnu
od drahové roviny Jupiteru ve sméru osy z Euler nahra-
dil dvéma rovnicemi. Jednu pro sklon drahy i a druhou
pro vystupny uzel drahy Q. U bezporuchové eliptické
drahy jsou tyto veli¢iny konstantni, jejich proménnost
zpusobuji poruchy. Analyza aproximativniho Eule-
rova vyjadreni zmén vyvolanych poruchami ukdzala
na malé zmény sklonu drahy - kolisdni jeho hodnoty,
zatimco uzel se pohyboval retrogradné v drahové ro-
viné rusenych planet. Nalezl vztah z =rsin(¢ — Q)tgi,
kde r je velikost radiusu vektoru Saturnu. Jednalo se
o prvni analytické uréeni zmén drdhovych elementt.
Ptivelmi pozvolnych zménach i a Q je Euler povazoval
za prakticky neproménné, coz vedlo k matematickému
zjednoduseni feeni. Vypocitané vysledky, které Euler
obdrzel, neodpovidaly tplné pozorovacim hodnotdm
poloh Saturnu, porovnani ukdzalo nepfesnosti presa-
hujici8"az9". Pfesto i pfi omezeni propoctu na nékolik
prvnich ¢lent fad vyjadfujicich zmény drahovych ele-
mentd — excentricit, drdhovych sklont a délek perihélia
— dospél Euler k spravnému zavéru, Ze jejich poruchy
jsou dlouhodobé.

Pozdéji Joseph Louis Lagrange (1736-1813) Eulertiv
postup zobecnil. Analyzoval variaci kazdého drahové-
ho elementu individudlné, pfi¢emz vSechny ostatni po-
kladal v daném okamziku za neproménné. Pohybové
rovnice zaménil rovnicemi pro poruchy, které vyjadril
postupnymi aproximacemi. Metoda vedla k jednodus-
$im vztahtim pfi vypoctech, avsak feSeni poruch po-
hybu Jupiteru a Saturnu nebylo aplné. Potfebné bylo
uvazovat vzdjemnou simultdnni zménu véech draho-
vych elementil souc¢asné, nebot pouze tak bylo mozné
propocitat polohy planet s dostate¢nou presnosti pro
delsi ¢asové obdobi.

Po matematické strance Euler vychazel z vypocta
planetarnich poruch vyjadfovanych ptibliznymi apro-
ximativnimi funkcemi vyuzivajicimi pouziti trigono-
metrickych fad, jak jsme v ¢lanku na vybranych pii-
kladech ukézali. K fe$eni nehomogennich linedrnich
diferencidlnich rovnic pouzival ve [8] metodu variaci
konstant.

V ceskych zemich charakterizoval obsah Eulerovy
metody August Seydler (1849-1891) roku 1886 v [17]
takto: ,,Vzhledem k nepatrnému vlivu rusivé sily miize-
me po krdtkou dobu povaZovati pohyb obéznic za ryze
elipticky, a miizeme po celou dobu tu prislusné jaké-
si elementy podrzeti; v ndsledujici taktéz velmi krdtké

1 Cs. Cas. fyz. 63 (2013)
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dobé miizeme opét drdhu obéZnice povaZovati za elipsu,
jejiz elementy jsme vsak ponékud byli pozménili; v treti
Castici takové budeme miti opét eliptickou drdhu s ele-
menty znova zménénymi, atd. V tomto pojimdni po-
hybu taji se plodny princip variace konstant, jenz ném
poskytuje mnohem jasnéjsi obraz vlivu perturbact, nezli
metoda ptedesld. Driaha obéznice jest dle ného elipsa, co
do tvaru i co do polohy zvolna avsak stdle se ménici, tak
Ze muizeme po pripadé pro kratsi dobu elementy drd-
hy povazovati za konstanty (voliti pro né napf. hodnoty
promeénlivych elementii na zacdtku, neb uprostied, neb
ke konci té doby) a pomoci nich vypocitati polohy obéz-
nic po trvini doby té. Perturbace netykaji se zde soutad-

o«

nic samych, nybrz elementil.
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